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1. Wprowadzenie pogcia funkcji liniowej w nauczaniu

matematyki w gimnazjum.
W programie nauczania matematyki w gimnazjum zrjaejdi¢ pojecie funkcji
liniowej. Funkcja liniowa, aczkolwiek elementarnacale nie jest taka prosta
dla ucznidéw gimnazjum — wprost przeciwnie, jak udogwiadczenie, majoni
z nig spore klopoty. Przede wszystkim uwaen, ze nie mana wprowadza
pojecia funkcji liniowej, nie omawiac wcz&niej pogcia samej funkciji.
Funkcje najlepiej przemawigje do ucznia, to funkcje ilustige zjawiskazycia
codziennego. Mile, ze wiasnie od takich, zyciowych” funkcji trzeba zaczyrta
naulke o funkcjach, stopniowo matematyzcijto pogcie. Wystarczy, aby na
pocatku dla ucznia funkcja byta jednoznagzmaleznoscia migdzy pewnymi
obiektami (najczsiciej liczbami) lub, inaczej, przypaydkowaniem jednych
obiektéw innym, przy czym przypadkowanie to ma byjednoznaczne, o ile
chcemy je nazw@funkcija. Pogcie funkcji najlepiej ksztattowana przyktadach.
Rozwaamy wkc rézne przyporzdkowania w rodzaju:
- kazdemu uczniowi naszej klasy — krzesto, na ktorynd=iezy t& numer w
dzienniku,
- kazdemu cztowiekowi z danej grupy — jego rok urodzenia
- kazdemu dziecku — jego ojca,
- kazdemu ojcu — jego dziecko,
- kazdej liczbie jej kwadrat,
- kazdej parze liczb jej suelub iloczyn, itp.
Zastanowmy siwraz z uczniami, ktore z nich gednoznaczne, a wé ktore g
funkcjami w sensie matematycznym. Potem roasmay gtownie funkcje
przyporadkowujace liczbom liczby, a wic funkcje, ktorych wykres & na
ptaszczynie. Wprowadzajc definicg funkcji, uczniowie poznajrowniez takie
pojccie jak: argument, warfo, dziedzina, zbior wartai funkcji. Dalej
potrzebna namdalzie umiegtnos¢ szkicowania wykresu funkcji na podstawie

jej wzoru. W szkole mamy ograniczone #hwosci badania funkcji. Nie



mozemy w szczegOlrimi poshey¢ sie metodami analizy matematycznej.
Najczscie] wywars metod, jest tzw. metoda tabelkowa. Nadaje sna do
szkicowania wykreséw doéyregularnych funkcji, ale na szgzie tylko takie
wystepuja w programie gimnazjum. Sposob tabelkowy znajdaga@sowanie w
programach komputerowych, gdzie szybko prowadzi delu. Dobre
zrozumienie przez uczniow samego gomg funkcji, sporzdzania i
odczytywania wykresow, pozwala nauczycielowi na awadzenie peagia
funkcji liniowej.

Omawiapc to zagadnienie uczniowie zapoznsig z definicp funkcji liniowej.

1.1. Definicja funkciji liniowe.

Funkcg okreslona wzorem y=ax +h gdzie a, b, IR
nazywamy funkgj liniowa.

Rozwaamy najpierw funke postaci y =ax xOR.

Wykresem tej funkciji jest prosta przechecda przez pocgek uktadu
wspotrzdnych i punkt (1, a) (rys. 1).
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Rys. 1.

Liczba a nazywa siwspotczynnikiem kierunkowym gkowym) tej proste.
Zachodzi naspujace twierdzenie:

Jssli:

1) a>0, to funkcja y = ax jest rosca, prosta lgy w ¢wiartce 11 lll,

2) a<0, to funkcja y = ax jest maigia, prosta ley w ¢wiartce Il IV,

3) a=0,tofunkcja y =ax jest stata, prosta pakrst z osiy OX.



Nastpnie rozwaamy funkcg postaci y=ax+ly x0OR, b#0.

Wykresem tej funkcji jest prosta rownolegta do wedu funkcji y = ax, ktéra
przecina 6 y w punkcie (0, b).

Zachodzi naspujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1.

Jssli:

1) a0 i b£0,towykres funkcji y=ax+b przecina osieOX w

punkcie A (—g, 0), — OY w punkcie B(O, b) (rys. 2).
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Rys. 2

2) a=0 i ®&O0,tofunkcje y=ax+b mapostay =b i wykres
tej funkcji jest progtrownolegh do osi OX, ktéra przecinaoOY
w punkcie C(0, b) (rys. 3).
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Rys. 3.



3) a=0 i b =0,tofunkcja y=ax+ b pastg y =0 iwykres tej
funkcji jest prostpokrywapca sie z osi OX.

Uwaga
Funkcja y = ax + b, przy #6 0, nazywa si liniowa w szkole (wykresem jest
prosta), ale nie jest liniowa w sensie algebryolivej, poniewa nie jest ani

addytywna ani jednorodna.

Definicja 1.2.
Miejscem zerowym funkcji y = f(x) nazywamy liazhx,, dla ktorej f(x) = 0.
Twierdzenie 1.2.

Funkcja y =ax + b:

- ma doktadnie jedno miejsce zerowe, X %,— gdy &0,

- nie ma miejsc zerowych, gdy a=0 i#b,
- ma nieskaczenie wiele miejsc zerowych, gdy a=0 i 0.=
W celu dobrego zrozumienia goja funkcji liniowej, uczniowie wykonuj

wiele zada ¢wiczeniowych.

2. Zastosowanie funkcji liniowej i wieloliniowej w gimnazjum i
szkolesrednie,.

Pogcie funkcji liniowej oraz jej wtasnmei uczniowie cgsto wykorzystyy w

swojej dalszej edukaciji.

Przykiady:

2.1. Rozwigzywanie uktadow réwnan metoda graficzng.
Z metody ta uczniowie spotykaj sic juz podczas nauki matematyki w

gimnazjum.



llustracg graficzry kazdego réwnania postaci mx + ny = k (co najmregina
z liczb m, n£ 0) jest linia prosta. Wynikaat, ze ilustracg graficzry uktadu
rownai

m, X +n,y =k,
m,x+n,y =Kk,

jest para linii prostych. Rozawganiem ukfadu jest para wspddnych punktu
wspolnego tych dwoch prostych.
a) rozwiazmy graficznie uktad rowna

2X+y =7
X—-y=2

llustracph kazdego z tych réwnajest linia prosta. Abyaj narysowa wystarczy

wyznaczy dwa punkty.

Réwnanie pierwsze Réweatrugie
X 0 2 X 0 2
y 7 3 y -2 0

Rys.4.



Proste przecinajsic w punkcie A = (3, 1). Oznacza tke wspoétrzdne tego
punktu x =3 i y =1 grozwigzaniem uktadu rownma
b) rozwiazmy graficznie uktad rowna

2x+y=1
4x +2y =8

Narysujemy proste wyznaczone przez te rownania.

Jak poprzednio, kala prost wyznaczamy znajdag po dwa punkty leace na

niej.
Réwnanie pierwsze Réwie drugie
X 0 2 X 0 2
y 1 | =3 y 4 0
X
Rys. 5

Proste te sréwnolegte i nie majpunktéw wspolnych. Oznacza te ten uktad

réwnai nie ma rozwqzania.

c) rozwiazmy graficznie uktad rowna

X-2y=-1
-4x+8y =4

Podobnie, jak w poprzednich przyktadach, narysujenmgte wyznaczone przez

dane rownania.



Réwnanie pierwsze Romiaarugie

X 0 5 X 0 4
1 1 1
= = 2=

y 2 3 y 2 2

A
Y

Rys. 6.

Oba réwnania wyznaczajte sam prost. Uklad ten ma nieskmzenie wiele
rozwigzan. Kazda para liczb ddacych wspotrzdnymi dowolnego punktu
lezacego na tej prostej jest rozaniem uktadu rowna

Powyzsze przykiady ilustraj kolejno: uktad rowna mapcy jedno rozwizanie,
uklad réwna nie majcy rozwhzania, uklad mapgy nieskdczenie wiele

rozwigzan.

Definicja 2.1.

Uktad rowna liniowych majcych dokiladnie jedno rozwdanie nazywamy
uktademoznaczonym

Uktad rowna liniowych nie magcy zadnego rozwizania nazywamyktadem

sprzecznym



2.2. Graficzne rozwigzywanie nierowndgci i uktadow nierOwnosci
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Nierébwnaici: —2x + 3y=5, 0k —y<6, x +y<4, 2x-y>0,

to przykitady nieréwngxi pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Stwierdzilsmy poprzednioze ilustracy graficzra rownania liniowego dwdch

zmiennych mx + ny = Kk jest pewna prosta | . Wspolne kadego punktu tej

prostej spetniaj to rownanie, natomiast wspoddne zadnego punktu facego

poza prost nie spetniaj tego rownania.

Rozwamy teraz dowola prost nierdwnolegi do osi .

Prosta taka ma rownanie y = ax + b (rys.7).
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Rys. 7

Obierzmy na tej prostej dowolny punkt A = (¥,). Punkt B = (%, y,) mat
samy pierwsz wspotrzdng, natomiast jego druga wspaidna y, jest weksza
od drugiej wspotrzdnej punktu A. Ale y=ax +b,wkc vy, >ax, +b.
Stwierdzilsmy wiec, ze wspotrzdne dowolnego punktu igcego powyej
prostej y = ax + b, spelnigpierowng¢ y > ax + b. Podobnie wspokdne
punktu D lgacego poniej prostej y = ax + b, spetnsanierownag¢ y < ax + b.
Prosta o réwnaniu y = ax + b dzieli ptaszczyzna dwie cgzsci
(potptaszczyzny). Proste rownolegte do osi x anm@wnanie postaci y = b.
Punkty leace powyej tej prostej maj drugy wspolrzdna vy, spetniajca
warunek y> b; punkty za lezace ponkej tej prostej — wspolezing y

9



spetniajca nierownd¢ y < b. Proste rownolegle do osi y mapwnanie
X = ¢. Wspotrzdne punktow lgacych na prawo od tej prostej spetpigjarunek

X > C, z& na lewo — warunek xc.

Przyktady:

a) Zaznaczmy w ukladzie wspobdnych zbiér rozwizan nieréwndgci
y< Xx+4.
Sporadzamy wykres funkcji y = —x + 4. Wspdédne punktdéw Igacych na

tej prostej oraz ponej tej prostej spetniajnierownd¢  y< —x + 4 (rys. 8).

><V

Rys. 8

b) Zaznaczmy w ukladzie wspobdnych zbidr rozwizaa nierowndgci

y>2x-3.

Sporadzamy wykres funkcji y = 2x — 3. Wspdddne punktéw leacych
powyzej tej prostej, spetnigjnierownaé y > 2x — 3 (rys. 9).
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Rys. 9

Zauwamy, ze jezeli nierbwnd¢ jest ostra, to speini@jja wspotrzdne

wszystkich punktow poétptaszczyzny bez jej keawi. W przypadku, gdy

nierowna¢ jest nieostra, wspokdne punktdw nablecych do krawdzi

pOtptaszczyzny rowniespetniag t¢ nierbwnag.

Mozemy powiedzié, ze do zbioru rozwizan kazdej z tych nierowngi naleza

uporzadkowane pary liczb, ktore opisuwspotrzdne punktdw wyznaczonej

potptaszczyzny.

Podobnie wyznaczamy zbior rozwen uktadu dwoch nieréwriai liniowych z

dwiema niewiadomymi.

c) Zaznaczmy w ukladzie wspokanych zbior punktow, ktdrych wspokdne
spetniaj uktad nierownéci

2x+y=>4
X-y>4

Uktad ten jest rwnowany kolejnym uktadom

y=>-2x+4 i y=-2x+4
—y>-x+4 y<x-4

11



Sporadzamy wykres funkcji y = — 2x + 4. Wspdadne punktow lgacych na
tej prostej oraz powagj tej prostej, spetniajnierowna¢ y = —-2x + 4. Nasgpnie
sporadzamy wykres funkcji y = x — 4. Wspobane punktow leacych ponkej
tej prostej, spetniajnierownéé¢ y < x — 4.

Zbiér punktéw obszarudolacego czscia wspolm tych dwoéch poétptaszczyzn,

jest zbiorem rozwizan uktadu nieréwnéci (rys. 10).

Rys. 10

2.3. Jednoktadnd¢ figur.
Kolejnym przyktadem odwzorowania liniowego jestnegtadnd¢.
Z pojeciem jednokitadngri uczniowie spotykaj sic na lekcjach matematyki w

drugiej klasie gimnazjum, a naphie w szkol&rednie;.
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Definicja 2.2.
Jednoktadngcia o srodku O i skali k# O nazywamy przeksztatcenie
przestrzeni, ktére kalemu punktowi X przestrzeni przypaedkowuje taki

punkt X’,ze ox' = kox (rys. 11).

Rys. 11

Jednoktadn& zatem jest odwzorowaniem liniowym, poniewa

J(x) = kx, jesli x traktujemy jako wektorOX .

Jellix = (X, X,), to Jb (X, X,) = (kx_, kx,).

W gimnazjum jednoktadrio definiuje s¢ bez odwotywania sido rachunku

wektorow. Punktowi O przypogdkowujemy ten sam punkt O, Zdemu

innemu punktowi X przyposzdkowujemy punkt X' okrgony nas¢pujaco:

- jesli k>0, to punkt X' lgy na prostej OX po tej samej stronie punktu O,
co punkt X, przy czynox' = k [OX,

- jesli k <0, to punkt X’ ley na prostej OX po przeciwnej stronie punktu O

niz X, przy czymox' = |k| CJOX.

2.4. Rozwigzywanie uktadow rownan za pomo@

wyznacznikow.
Wyznacznik k — tego stopnia jest funkdj — liniowa swoich kolumn (
traktowanych jako wektory). Podczas fakultatywnyzljig¢ z matematyki

uczniowie rozwizuja uktady rowna za pomog wyznacznikéw.
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Przykiad:
Nastpujacy uktad réwna rozwiazmy metod wyznacznikow:
X+y=1
2X+32=2
X+y+z=0
wspotczynniki stajce przy niewiadomych x,y, z zapisujemy w poista
prostolatnej tablicy, zwanej maciegaikiadu.
Macierz uktadu oznaczamy przez A i zapisujemy:
110
A=|2 0 3
111
Nastpnie obliczamy wyznacznik macierzy uktadu

11
detA=W=2 0 3 =100 +2M [0+ 1BMHO - (10D +
111

+MB+2[M)=3-3-2=-20.

Aby obliczy¢ niewiadoma x korzystamy z nagtujacego wzoru:

_Wx
X =
W

W _ — jest wyznacznikiem macierzy otrzymanej z masgierktadu
poprzez zagiienie w niej kolumny wspoétczynnikéw siglych
przy niewiadomej x kolumwyrazow wolnych.

11
W, =2 0 3=10D0+2[M[0+1[BID- (0D +
011
HA M+ 1[BMM)=-2-3= -5
Po podstawieniu do wzoru otrzymujemy:

x:iﬂi:E )
-2 2

Podobnie znajdujemy:

Wy
y:_’
W
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=P +2[00+ 1B - (12D +
1

o N -

HA[M+0[BMM)=2+3-2 = 3.
Czyli

N w

_3 _
y=-=, =

W ten sposob obliczamy niewiadanz :

_WZ
Z=—,
w

1
0 2=1DM+20LM+ 1R — (1D +
1

HPM +2M[M)=2+2-2 = 2 .

Zatem
Z =2 = -1.
-2

Rozwiazaniem naszego ukitadu rownj@st: x =§ y = —g, z=-1.

Metodk te wygodnie jest stosowaw rozwigzywaniu uktadéw réwna
liniowych, w ktérych wystpuja wiece] niz dwie niewiadome. Jednak, aby
mozna byto skorzystaz metody wyznacznikowej, wyznacznik macierzy uktad
musi by¢ rézny od zera. Macierz taknazywamy macieeznieosobliva, a uktad
rownar uktadem Cramera.

Powyzsze przykladyswiadcz o tym, ze w praktyce szkolne] najgksze
zastosowanie ma funkcja liniowa, znacznie mniejsEtomiast funkcja

wieloliniowa.
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